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摘要：提出一种求解一般斜向缠绕复合材料悬壁管的混合应力场，包括正比于轴线坐标的比例应力 部 分 和 不 随 轴 线
变化的应力部分．各分量中的比例应力部分可以 利 用 纯 弯 曲 公 式 由 比 例 弯 矩 计 算，而 不 变 应 力 部 分 可 以 结 合 所 获 得
应力的梯度确定其环向三角函数形式，根据这些 三 角 函 数 刚 好 和 比 例 应 力 部 分 的 环 向 三 角 函 数 相 反，可 得 横 截 面 上
混合应力场的对称轴绕原点产生了转动，这是一 般 斜 绕 复 合 材 料 悬 壁 管 中 剪 力 所 引 起 的 特 殊 效 应．数 值 算 例 对５根
简单复合材料悬壁管进行了数值模拟，结果验证了上述特殊剪力效应．
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　　复合材料结构相对于其他材料结构具有质量轻、
比刚 度 大、比 强 度 高 并 且 可 设 计 的 特 点，在 实 际 工 程
中得到了广 泛 的 应 用［１－２］，其 中 复 合 材 料 厚 壁 管 逐 渐
成为主要承 力 构 件，在 设 计 中 需 要 准 确 计 算［３］．由 于
其管壁厚且曲率大，经典层合板近似难以达到精度要
求［４－５］；又由于 其 单 层 薄、层 数 多，精 细 有 限 元 模 拟 十
分困难［６］．因此，三维弹性理论求解十分迫切．在弹性
理论方面，Ｌｅｋｈｎｉｔｓｋｉ［７］最先采用双应力函数柔度 法
求解各向异性复合材料结构，目前已经进行了广泛研
究［８－１１］．复合材料管的拉伸、扭转和内外压等问题由于
变形过程中轴线始终保持直线从而较为简单，研究已
经比较成熟［１２－１３］；但弯曲问题由于变形过程中轴线不
再保持直线从而较为复杂，目前只有弯矩不随轴线变
化的纯弯曲问题得到了较好的解决［１１，１４］．悬壁管问题
虽然实际工程中更为普遍，但是由于弯矩随着轴线变
化 而 更 加 复 杂，还 没 有 得 到 很 好 的 解 决，目 前 只 有
Ｌｅｋｈｎｉｔｓｋｉ［７］较好地求解了９０°特殊横向缠绕的情况．
众所 周 知，对 于 各 向 同 性 材 料 悬 壁 管，其 应 力 场 比 较
单一，可以采用纯弯曲公式直接计算正比于轴线坐标
的弯曲正应力，再用其他方法计算沿轴线不变的面外
切应力［１５］；对 于 复 合 材 料 悬 壁 管，Ｌｅｋｈｎｉｔｓｋｉ［７］求 解
的９０°特殊横绕 情 况 应 力 仍 比 较 单 一，本 质 上 依 然 采
用纯弯曲公 式 直 接 计 算 正 比 于 轴 线 坐 标 的 弯 曲 正 应
力以及面内应力，再用其他方法计算沿轴线不变的面
外切应 力．Ｓａｒｖｅｓｔａｎｉ等［１６－１７］采 用 分 层 理 论（ｌａｙｅｒｗｉｓｅ
ｔｈｅｏｒｙ，ＬＷＴ）［１８］方法分析了φ≠９０°的一般斜绕复合
材料悬壁管，但所用位移场是由不随轴线变化的应变
导出，这 显 然 与 沿 轴 线 变 化 的 应 力 不 一 致，因 此 还 需
要进一步研究．
本文中提 出 了 求 解 一 般 缠 绕 复 合 材 料 悬 壁 管 的
混合应力场，所有应力分量都同时包含正比于轴线坐
标的应力部分和不随轴线坐标变化的应力部分，其中
比例应力部分可以采用纯弯曲公式计算，而不随轴线
变化的应力 部 分 可 以 结 合 所 获 得 应 力 的 梯 度 确 定 其
环向的三角函数形式，并进一步指出横截面上混合应
力场的对称 轴 绕 原 点 产 生 转 动 是 一 般 斜 绕 复 合 材 料
悬壁管剪力所引起的特殊效应．
１　复合材料悬臂管的混合应力场
图１所示为杆端作用集中力Ｐ的复合材料悬臂管
［φ１／φ２…φｋ／φｋ－１…φＮ－１／φＮ］，其 中φｋ（ｋ＝１，２，…，Ｎ）
为每层的缠绕角．复合材料管是一个高度各向异性的
结构，一般采用柱坐标系求解，ｒ和θ坐标轴所在平面
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图１　复合材料悬臂管
Ｆｉｇ．１ Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ　ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ　ｔｕｂｅ
与横截面平行，而ｚ坐标轴为沿复合材料悬壁管的轴
线，其应力应变关系如下［７］：
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为了分析方便，引进如下减缩弹性常数：
βｉｊ ＝Ｃｉｊ－
Ｃｉ３Ｃ３ｊ
Ｃ３３
． （２）
对于纯弯曲复合材料管，由于弯矩不随轴线坐标
ｚ变化求解比较简单，其应力均为ｒ和θ的函数而与ｚ
无关．然而当杆端受集中力Ｐ作用时悬壁管在任意横
截面上都包含弯矩和剪力，虽然剪力ＦＳ＝－Ｐ仍不随
ｚ变化，但是弯矩Ｍｘ ＝Ｐｚ正比于ｚ．Ｌｅｋｈｎｉｔｓｋｉ［７］分
析了９０°特殊横绕复合材料悬壁管．
σｒ ＝σⅠｒ （ｒ，θ，ｚ）＝ｚσ′ｒ（ｒ，θ），
σθ＝σⅠθ （ｒ，θ，ｚ）＝ｚσ′θ（ｒ，θ），
σｚ ＝σⅠｚ （ｒ，θ，ｚ）＝ｚσ′ｚ（ｒ，θ），
τｒθ ＝τⅠｒθ（ｒ，θ，ｚ）＝ｚτ′ｒθ（ｒ，θ
烅
烄
烆 ），
τθｚ ＝τⅡθｚ（ｒ，θ），
τｒｚ ＝τⅡｒｚ（ｒ，θ）
烅
烄
烆 ．
（３）
其中，第Ⅰ部分正比于轴线坐标ｚ从而可以写成ｚ乘
以相应的应力梯度，第Ⅱ部分仅为ｒ和θ的函数而与ｚ
无关．然而，对于φ≠９０°的一般斜向缠绕复合材料悬
壁管，需要引进如下的混合应力场：
σｒ ＝σⅠｒ（ｒ，θ，ｚ）＋σⅡｒ（ｒ，θ）＝ｚσ′ｒ（ｒ，θ）＋σⅡｒ（ｒ，θ），
σθ＝σⅠθ（ｒ，θ，ｚ）＋σⅡθ（ｒ，θ）＝ｚσ′θ（ｒ，θ）＋σⅡθ（ｒ，θ），
σｚ ＝σⅠｚ（ｒ，θ，ｚ）＋σⅡｚ（ｒ，θ）＝ｚσ′ｚ（ｒ，θ）＋σⅡｚ（ｒ，θ），
τｒθ ＝τⅠｒθ（ｒ，θ，ｚ）＋τⅡｒθ（ｒ，θ）＝ｚτ′ｒθ（ｒ，θ）＋τⅡｒθ（ｒ，θ
烅
烄
烆 ），
τθｚ ＝τⅠθｚ（ｒ，θ，ｚ）＋τⅡθｚ（ｒ，θ）＝
　ｚτ′θｚ（ｒ，θ）＋τⅡθｚ（ｒ，θ），
τｒｚ ＝τⅠｒｚ（ｒ，θ，ｚ）＋τⅡｒｚ（ｒ，θ）＝
　ｚτ′ｒｚ（ｒ，θ）＋τⅡｒｚ（ｒ，θ）
烅
烄
烆 ． （４）
在混合应力场（４）中，由 于 所 有 应 力 分 量 都 不 再 是 单
一的应力，而是 同 时 包 含 了 第Ⅰ部 分（正 比 于ｚ的 比
例应力部分）和 第Ⅱ部 分（不 随ｚ变 化 的 应 力 部 分），
所以无法像各向同性材料悬壁管或者９０°特殊横绕复
合材料悬壁管那样，应用纯弯曲公式直接求得任何完
整的应力分量．
为了证明上 述 结 论，采 用 反 证 法．假 设 仍 可 应 用
纯弯曲公式 由 比 例 弯 矩 直 接 计 算 得 到 弯 曲 正 应 力 分
量及 其 面 内 应 力 分 量，换 言 之，这 些 应 力 分 量 仅 包 含
正比于ｚ的应 力 部 分 而 不 包 含 不 随ｚ变 化 的 应 力 部
分，如下：
σⅡｒ（ｒ，θ）＝σⅡθ（ｒ，θ）＝σⅡｚ（ｒ，θ）＝τⅡｒθ（ｒ，θ）＝０．
（５）
为证明式（５）的不合理性，把式（４）代入平衡方程并考
虑对于整个管长度０≤ｚ≤Ｌ都要满足，可以得到如
下两个独立的平衡方程
σ′ｒ
ｒ＋
１
ｒ
τ′ｒθ
θ ＋
σ′ｒ－σ′θ
ｒ ＝０
，
τ′ｒθ
ｒ ＋
１
ｒ
σ′θ
θ＋
２τ′ｒθ
ｒ ＝０
，
τ′ｒｚ
ｒ ＋
１
ｒ
τ′θｚ
θ ＋
τ′ｒｚ
ｒ ＝０
烅
烄
烆
，
（６）
和
σⅡｒ
ｒ ＋
１
ｒ
τⅡｒθ
θ ＋
σⅡｒ －σⅡθ
ｒ ＋τ′ｒｚ＝０
，
τⅡｒθ
ｒ ＋
１
ｒ
σⅡθ
θ ＋
２τⅡｒθ
ｒ ＋τ′θｚ＝０
，
τⅡｒｚ
ｒ ＋
１
ｒ
τⅡθｚ
θ ＋
τⅡｒｚ
ｒ ＋σ′ｚ＝０
烅
烄
烆
．
（７）
进一步把式（５）代入平衡方程（７）的前两个方程可得
τ′ｒｚ＝τ′θｚ＝０． （８）
式（８）表明，只要应力场（４）中的面内应力和弯曲正应
力不包含与ｚ无关的第Ⅱ部分应力，则面外切应力也
不可能包含正比于ｚ的第Ⅰ部分应力，此时所对应的
应力场完全等价于Ｌｅｋｈｎｉｔｓｋｉ［７］所考虑的９０°特殊横
绕复合材料悬壁管的应力场（３），换言之，复合材料悬
壁管问题将退 化 到９０°特 殊 横 绕 的 情 况．以 上 过 程 说
·８６７·
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明，对于φ≠９０°的一般斜绕复合材料悬壁管，纯弯曲
公式所得结果只是应力的一部分，因此不能像各向同
性材料悬 壁 管 或 者９０°特 殊 横 绕 复 合 材 料 悬 壁 管 那
样，通过纯弯曲公式来计算单一的弯曲正应力分量以
及面内应力分量．因此，对于φ≠９０°的一般斜绕复合
材料悬壁管问题，所有应力分量必须同时包含比例应
力部分和不随ｚ变化的应力部分，即必须采用本文中
所假设 如 式（４）所 示 的 混 合 应 力 场，这 是 一 般 斜 绕
φ≠９０°的复合材料悬壁管所特有的，也是它与９０°特
殊横绕复合材料悬壁管的本质区别．
把式（４）代 入 式（１）可 得 一 般 斜 绕 复 合 材 料 悬 壁
管的混合应变 场，显 然 该 应 变 场 与 混 合 应 力 场（４）具
有类似的形式．引进
Ｄ′（ｒ，θ）＝Ｃ１３σ′ｒ＋Ｃ２３σ′θ＋Ｃ３３σ′ｚ＋Ｃ３４τ′θｚ，
ＤⅡ（ｒ，θ）＝Ｃ１３σⅡｒ ＋Ｃ２３σⅡθ＋Ｃ３３σⅡｚ ＋Ｃ３４τⅡθｒ
烅
烄
烆 ，
（９）
即将轴向应变表示为
εｚ ＝ｚＤ′（ｒ，θ）＋ＤⅡ（ｒ，θ）． （１０）
利用几何方程可以求得
Ｄ′（ｒ，θ）＝Ａ１ｒｃｏｓθ＋Ｂ１ｒｓｉｎθ，
ＤⅡ（ｒ，θ）＝－Ａ２ｒｃｏｓθ－Ｂ２ｒｓｉｎθ
烅
烄
烆 ，
（１１）
以及
ｕｒ ＝ｕⅠｒ ＋ｕⅡｒ ＋ｕ′ｒ，
ｕθ＝ｕⅠθ ＋ｕⅡθ ＋ｕ′θ，
ｗ＝ｗⅠ ＋ｗⅡ ＋ｗ′
烅
烄
烆 ，
（１２）
其中，ｕ′ｒ、ｕ′θ、ｗ′为 刚 体 位 移，而ｕⅠｒ 、ｕⅠθ 、ｗⅠ 和ｕⅡｒ 、
ｕⅡθ 、ｗⅡ 分别为第Ⅰ部分和第Ⅱ部分的应力所对应的
位移
ｕⅠｒ ＝－１６ｚ
３（Ａ１ｃｏｓθ＋Ｂ１ｓｉｎθ）＋ｚＵ′（ｒ，θ），
ｕⅠθ ＝－１６ｚ
３（－Ａ１ｓｉｎθ＋Ｂ１ｃｏｓθ）＋ｚＶ′（ｒ，θ），
ｗⅠ ＝ １２ｚ
２（Ａ１ｒｃｏｓθ＋Ｂ１ｒｓｉｎθ）＋ｚＷ′（ｒ，θ
烅
烄
烆
），
（１３）
和
ｕⅡｒ ＝ １２ｚ
２（Ａ２ｃｏｓθ＋Ｂ２ｓｉｎθ）＋ＵⅡ（ｒ，θ），　
ｕⅡθ ＝ １２ｚ
２（－Ａ２ｓｉｎθ＋Ｂ２ｃｏｓθ）＋ＶⅡ（ｒ，θ），
ｗⅡ ＝ｚ（－Ａ２ｒｃｏｓθ－Ｂ２ｒｓｉｎθ）＋ＷＩＩ（ｒ，θ）
烅
烄
烆 ．
（１４）
需要指出的 是，由 于 复 合 材 料 悬 壁 管 所 受 载 荷 不 包
含轴力和 扭 矩，所 以 式（１１）～（１４）中 不 考 虑 结 构 的
拉伸 和 扭 转 变 形．式（１３）和（１４）中 的Ｕ′、Ｖ′、Ｗ′和
ＵⅡ、ＶⅡ、Ｗ Ⅱ 与横截面的局部变 形 有 关，需 要 满 足 如
下方程：
Ｕ′
ｒ ＝β１１σ
′ｒ＋β１２σ′θ＋β１４τ′θｚ＋
Ｃ１３
Ｃ３３
Ｄ′，
Ｖ′
ｒθ＋
Ｕ′
ｒ ＝β１２σ′ｒ＋β２２σ′θ＋β２４τ′θｚ＋
Ｃ２３
Ｃ３３
Ｄ′，
Ｖ′
ｒ ＋
Ｕ′
ｒθ－
Ｖ′
ｒ ＝β５６τ′ｒｚ＋β６６τ′ｒθ
，
Ｗ′
ｒ ＝β５５τ
′ｒｚ＋β５６τ′ｒθ，
Ｗ′
ｒθ ＝β１４σ
′ｒ＋β２４σ′θ＋β４４τ′θｚ＋
Ｃ３４
Ｃ３３
Ｄ′
烅
烄
烆
，
（１５）
和
ＵⅡ
ｒ ＝β１１σ
Ⅱ
ｒ ＋β１２σⅡθ＋β１４τⅡθｚ ＋
Ｃ１３
Ｃ３３
ＤⅡ，
ＶⅡ
ｒθ＋
ＵⅡ
ｒ ＝β１２σ
Ⅱ
ｒ ＋β２２σⅡθ＋β２４τⅡθｚ ＋
Ｃ２３
Ｃ３３
ＤⅡ，
ＶⅡ
ｒ ＋
ＵⅡ
ｒθ －
ＶⅡ
ｒ ＝β５６τ
Ⅱ
ｒｚ ＋β６６τⅡｒθ，
Ｗ Ⅱ
ｒ ＝β５５τ
Ⅱ
ｒｚ ＋β５６τⅡｒθ －Ｕ′（ｒ，θ），
Ｗ Ⅱ
ｒθ ＝β１４σ
Ⅱ
ｒ＋β２４σⅡθ＋β４４τⅡθｚ＋
Ｃ３４
Ｃ３３
ＤⅡ－Ｖ′（ｒ，θ）
烅
烄
烆 ．
（１６）
Ｓａｒｖｅｓｔａｎｉ等［１６－１７］在其分析复合材料悬壁管问题
的ＬＷＴ方法［１８］中，推导位移场所用应变场仅是ｒ和
θ的函数而与ｚ无关，显然不可能对应正比于ｚ的弯矩
及其应力，也与Ｌｅｋｈｎｉｔｓｋｉ［７］在９０°特殊横绕悬壁管分
析中正比于ｚ的应力结果相矛盾．
２　应力场特征及其对称性分析
在复合材料管悬壁管的分析中，除了物理方程和
平衡方程以及几何方程之外，需要满足内外自由表面
上的应力边 界 条 件 和 各 层 之 间 交 界 面 上 的 应 力 和 位
移连 续 性 条 件，同 时 还 要 满 足 杆 端 的 载 荷 条 件．考 察
沿着轴线ｚ的应力梯度所满足的平衡方程（６）及其位
移梯度所满足的几何方程（１５），发现它们完全等价于
纯弯曲复合材料管问题．进一步把本文中所假设的应
力场（４）代入复合材料悬壁管的自由边界条件和层间
连续性条件以及杆端载荷条件，考虑对于整个管长度
０≤ｚ≤Ｌ都要满足，可得应力梯度和位移梯度在相应
自由表面上 需 要 满 足 的 边 界 条 件 也 完 全 等 价 于 在 弯
矩梯 度 作 用 下 的 纯 弯 曲 复 合 材 料 管 问 题．因 此，可 以
直接利用 统 一 参 数 法［１４］求 解，所 得 应 力 梯 度 可 以 表
示为
·９６７·
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σ′ｒ（ｒ，θ）＝Ｓ′ｒ（ｒ）κ′ｘｓｉｎθ，
σ′θ（ｒ，θ）＝Ｓ′θ（ｒ）κ′ｘｓｉｎθ，
σ′ｚ（ｒ，θ）＝Ｓ′ｚ（ｒ）κ′ｘｓｉｎθ
烅
烄
烆 ，
τ′ｒθ（ｒ，θ）＝Ｓ′ｒθ（ｒ）κ′ｘｃｏｓθ，
τ′ｒｚ（ｒ，θ）＝Ｓ′ｒｚ（ｒ）κ′ｘｃｏｓθ，
τ′θｚ（ｒ，θ）＝Ｓ′θｚ（ｒ）κ′ｘｓｉｎθ
烅
烄
烆 ，
（１７）
其中，Ｓ′ｒ（ｒ）、Ｓ′θ（ｒ）、Ｓ′ｚ（ｒ）、Ｓ′ｒθ（ｒ）、Ｓ′ｒｚ（ｒ）、Ｓ′θｚ（ｒ）为 典
型应力梯度，需通过内外表面的自由边界条件和层间
连续条件求得．把式（１７）代入复合材料纯弯曲管的杆
端载荷条件可得
Ａ１ ＝０，Ｂ１ ＝κ′ｘ＝ Ｍ′ｘ（ＥＩ）＝
Ｐ×１
（ＥＩ）．
（１８）
式中：Ｐ为悬臂 管 的 杆 端 所 作 用 集 中 力；Ｍ′ｘ为 弯 矩 梯
度，即单位长度的弯矩；ＥＩ为等效抗弯刚度．
利用应力 场 可 以 进 一 步 得 到 相 应 的 局 部 位 移 梯
度及其位移，把式（１７）代入式（１５）进行积分可以得到
第Ⅰ部分的局部位移梯度为
Ｕ′（ｒ，θ）＝Ｇ′１（ｒ）κ′ｘｓｉｎθ，
Ｖ′（ｒ，θ）＝Ｇ′２（ｒ）κ′ｘｃｏｓθ，
Ｗ′（ｒ，θ）＝Ｇ′３（ｒ）κ′ｘｃｏｓθ
烅
烄
烆 ，
（１９）
其中，Ｇ′１（ｒ）、Ｇ′２（ｒ）、Ｇ′３（ｒ）为典型位移梯度．
由于应力 梯 度 可 以 通 过 式（１７）采 用 弯 矩 梯 度 求
得，根据线性问题的性质，只要在式（８）中把弯矩梯度
换成比例弯矩即可得到第Ⅰ部分比例应力
σⅠｒ （ｒ，θ，ｚ）＝ｚＳ′ｒ（ｒ）κ′ｘｓｉｎθ，
σⅠθ （ｒ，θ，ｚ）＝ｚＳ′θ（ｒ）κ′ｘｓｉｎθ，
σⅠｚ （ｒ，θ，ｚ）＝ｚＳ′ｚ（ｒ）κ′ｘｓｉｎθ
烅
烄
烆 ，
τⅠｒθ（ｒ，θ，ｚ）＝ｚＳ′ｒθ（ｒ）κ′ｘｃｏｓθ，
τⅠｒｚ（ｒ，θ，ｚ）＝ｚＳ′ｒｚ（ｒ）κ′ｘｃｏｓθ，
τⅠθｚ（ｒ，θ，ｚ）＝ｚＳ′θｚ（ｒ）κ′ｘｓｉｎθ
烅
烄
烆 ．
（２０）
这种通过复 合 材 料 纯 弯 曲 管 在 常 弯 矩 梯 度 作 用 下 的
公式计算对应悬壁管在比例弯矩作用下的比例应力，
与各向同 性 材 料 悬 壁 管 以 及９０°特 殊 横 绕 悬 壁 管 类
似．然 而 需 要 指 出 的 是，一 般 斜 绕 复 合 材 料 悬 臂 管 所
得比例应力只是各应力分量中的第Ⅰ部分，这不同于
各向同性材 料 悬 壁 管 所 得 弯 曲 正 应 力 是 该 分 量 的 全
部（该分量只有第Ⅰ部分比例应力而没有第Ⅱ部分常
应力），也不同于９０°特殊横绕悬壁管所得弯曲正应力
及其面内应力是这些分量的全部（这些分量也只有第
Ⅰ部分比例 应 力 而 没 有 第Ⅱ部 分 常 应 力）．由 式（２０）
可见，复合材料悬壁管混合应力场中第Ⅰ部分应力的
所有分量沿环向只是单纯正弦或者余弦函数，由于
ｘ＝ｒｃｏｓθ，ｙ＝ｒｓｉｎθ， （２１）
所以在横截面 上 第Ⅰ部 分 比 例 应 力 分 布 是 关 于ｘ轴
和关于ｙ轴对称的．
为了考察本文中所提出混合应力场（４）中与ｚ无
关的第Ⅱ部分常应力，把式（１７）代入式（７）可得
σⅡｒ
ｒ ＋
１
ｒ
τⅡｒθ
θ ＋
σⅡｒ －σⅡθ
ｒ ＝－Ｓ′ｒｚκ′ｘｃｏｓθ
，
τⅡｒθ
ｒ ＋
１
ｒ
σⅡθ
θ ＋
２τⅡｒθ
ｒ ＝－Ｓ′θｚκ′ｘｓｉｎθ
，
τⅡｒｚ
ｒ ＋
１
ｒ
τⅡθｚ
θ ＋
τⅡｒｚ
ｒ ＝－Ｓ′ｚκ′ｓｉｎθ
烅
烄
烆
．
（２２）
一般而言，虽然式（２２）所对应的齐次微分方程的通解
仍可以采用双应力函数求解，但是对于满足该非齐次
微分方程的特解很难构造，因此理论求解式（２２）比较
困难，需 要 结 合 其 他 方 法 如ＬＷＴ方 法［１８］进 行 求 解．
然而，根据其非齐次项 的已知环向三角函数形式可以
进行变量分离，获得第Ⅱ部分常应力解答的以下形式：
σⅡｒ （ｒ，θ）＝ＳⅡｒ （ｒ）ｃｏｓθ，
σⅡθ （ｒ，θ）＝ＳⅡθ （ｒ）ｃｏｓθ，
σⅡｚ （ｒ，θ）＝ＳⅡｚ （ｒ）ｃｏｓθ
烅
烄
烆 ，
τⅡｒθ（ｒ，θ）＝ＳⅡｒθ（ｒ）ｓｉｎθ，
τⅡｒｚ（ｒ，θ）＝ＳⅡｒｚ（ｒ）ｓｉｎθ，
τⅡθｚ（ｒ，θ）＝ＳⅡθｚ（ｒ）ｃｏｓθ
烅
烄
烆 ．
（２３）
利用 式（２３）可 以 进 一 步 考 察 第Ⅱ部 分 位 移 的 情
况．首先，由式（９）和（１１）可得
σⅡｚ （ｒ，θ）＝ １Ｃ３３
（－Ａ２ｒｃｏｓθ－Ｂ２ｒｓｉｎθ－Ｃ１３σⅡｒ －
　Ｃ２３σⅡθ－Ｃ３４τⅡθｒ）． （２４）
把式（２３）代入式（２４），对比方程两边可得
Ｂ２ ＝０， （２５）
即　ＤⅡ ＝－Ａ２ｒｃｏｓθ． （２６）
然后，把式（２３），（２６）和（１９）代入式（１６）可得
ＵⅡ
ｒ （＝ β１１ＳⅡｒ ＋β１２ＳⅡθ＋β１４ＳⅡθｚ－
　Ａ２ｒＣ１３Ｃ ）３３ ｃｏｓθ，
ＶⅡ
ｒθ＋
ＵⅡ
ｒ （＝ β１２ＳⅡｒ ＋β２２ＳⅡθ ＋β２４ＳⅡθｚ －
　Ａ２ｒＣ２３Ｃ ）３３ ｃｏｓθ，
ＶⅡ
ｒ ＋
ＵⅡ
ｒθ －
ＶⅡ
ｒ ＝
（β５６ＳⅡｒｚ ＋β６６ＳⅡｒθ）ｓｉｎθ，
Ｗ Ⅱ
ｒ ＝
（β５５ＳⅡｒｚ ＋β５６ＳⅡｒθ －Ｇ′１κ′ｘ）ｓｉｎθ，
Ｗ Ⅱ
ｒθ （＝ β１４ＳⅡｒ ＋β２４ＳⅡθ ＋β４４ＳⅡθｚ －
　Ａ２ｒｃｏｓθＣ３４Ｃ３３－
Ｇ′２κ′）ｘ ｃｏｓθ
烅
烄
烆 ．
（２７）
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由式（２７）发 现 第Ⅱ部 分 局 部 位 移 也 具 有 如 下 变
量可分离的形式：
ＵⅡ（ｒ，θ）＝ＧⅡ１ （ｒ）ｃｏｓθ，
ＶⅡ（ｒ，θ）＝ＧⅡ２ （ｒ）ｓｉｎθ，
Ｗ Ⅱ（ｒ，θ）＝ＧⅡ３ （ｒ）ｓｉｎθ
烅
烄
烆 ．
（２８）
如前所述，复 合 材 料 悬 壁 管 混 合 应 力 场（４）的 第
Ⅰ部分比例应力的分布是关于ｘ轴和ｙ轴对称的；由
式（２３）可见第Ⅱ部分常应力只是单纯的正弦或者余弦
函数，其分布也是关于ｘ轴和ｙ轴对称的．因此，在９０°
特殊横绕复合材料悬壁管的应力场（３）中，弯曲正应力
及其面内应力分量只包含第Ⅰ部分比例应力，而面外
切应力分量只包含第Ⅱ部分常应力，即不同应力分量
只各自包含第Ⅰ部 分 或 第Ⅱ部 分 应 力 而 没 有 彼 此 混
合，因 此 各 分 量 都 分 别 关 于ｘ轴 和ｙ 轴 对 称．把 式
（１７）和（２３）代入式（４）可得
σｒ ＝ｚＳ′ｒ（ｒ）κ′ｘｓｉｎθ＋ＳⅡｒ （ｒ）ｃｏｓθ，
σθ＝ｚＳ′θ（ｒ）κ′ｘｓｉｎθ＋ＳⅡθ （ｒ）ｃｏｓθ，
σｚ ＝ｚＳ′ｚ（ｒ）κ′ｘｓｉｎθ＋ＳⅡｚ （ｒ）ｓｉｎθ
烅
烄
烆 ，
τｒθ ＝ｚＳ′ｒθ（ｒ）κ′ｘｃｏｓθ＋ＳⅡｒθ（ｒ）ｓｉｎθ，
τθｚ ＝ｚＳ′θｚ（ｒ）κ′ｘｓｉｎθ＋ＳⅡθｚ（ｒ）ｃｏｓθ，
τｒｚ ＝ｚＳ′ｒｚ（ｒ）κ′ｘｃｏｓθ＋ＳⅡｒｚ（ｒ）ｓｉｎθ
烅
烄
烆 ．
（２９）
由式（２９）可见，在一般斜绕复合材料悬壁管混合
应力场（４）中，由 于 第Ⅰ部 分 比 例 应 力 和 第Ⅱ部 分 常
应力的环向三角函数形式刚好正弦和余弦相反，所以
所有分量都同时包含了正弦和余弦函数，因此其对称
性产生了变化，在横截面上应力分布的对称轴不再是
ｘ轴和ｙ轴．由式（２９）可得
σｒ ＝Ｓｒ（ｒ）ｓｉｎ（θ＋αｒ），
σθ＝Ｓθ（ｒ）ｓｉｎ（θ＋αθ），
σｚ ＝Ｓｚ（ｒ）ｓｉｎ（θ＋αｚ
烅
烄
烆 ），
τｒθ ＝Ｓｒθ（ｒ）ｓｉｎ（θ－αｒθ），
τθｚ ＝Ｓθｚ（ｒ）ｓｉｎ（θ＋αθｚ），
τｒｚ ＝Ｓｒｚ（ｒ）ｓｉｎ（θ－αｒｚ
烅
烄
烆 ），
（３０）
其中
Ｓｒ ＝ （ｚＳ′ｒκ′ｘ）２＋（ＳⅡｒ ）槡 ２，
Ｓθ＝ （ｚＳ′θκ′ｘ）２＋（ＳⅡθ ）槡 ２，
Ｓｚ ＝ （ｚＳ′ｚκ′ｘ）２＋（ＳⅡｚ ）槡 ２
烅
烄
烆 ，
Ｓｒθ ＝ （ｚＳ′ｒθκ′ｘ）２＋（ＳⅡｒθ）槡 ２，
Ｓθｚ ＝ （ｚＳ′θｚκ′ｘ）２＋（ＳⅡθｚ）槡 ２，
Ｓｒｚ ＝ （ｚＳ′ｒｚκ′ｘ）２＋（ＳⅡｒｚ）槡 ２
烅
烄
烆 ，
（３１）
和
ｔａｎαｒ＝ Ｓ
Ⅱ
ｒ
ｚＳ′ｒκ′ｘ
，ｔａｎαθ＝
ＳⅡθ
ｚＳ′θκ′ｘ
，ｔａｎαｚ ＝ Ｓ
Ⅱ
θ
ｚＳ′ｚκ′ｘ
，
ｔａｎαｒθ ＝
ｚＳ′ｒθκ′ｘ
ＳⅡｒθ
，ｔａｎαθｚ ＝
ＳⅡθｚ
ｚＳ′θｚκ′ｘ
，
ｔａｎαｒｚ ＝ｚＳ′ｒｚκ′ｘＳⅡｒｚ
． （３２）
式（３０）表明 复 合 材 料 悬 壁 管 的 应 力 虽 然 仍 保 持 对 称
性，但是对称轴绕原点有不同程度的转动．如前所述，
一般斜绕复合材料纯弯曲管和９０°特殊横绕复合材料
悬壁管的应力分布都关于ｘ轴和ｙ轴对称，可见应力
分布对称轴 绕 原 点 转 动 是 一 般 斜 绕 复 合 材 料 悬 壁 管
中剪力作用引起的特殊效应，且需要同时满足纤维斜
绕和剪力作用才会产生这种效应．对于一般斜绕复合
材料纯弯 曲 管，由 于 没 有 剪 力 作 用 所 以 没 有 剪 力 效
应；而 对 于 特 殊 横 绕 复 合 材 料 悬 壁 管，由 于 没 有 纤 维
斜绕所以也没有剪力效应．
需要指出的是，虽然本文中只是从理论上证明了
斜绕复合材料悬壁管必然存在这种剪力效应，需要结
合其他方法（如ＬＷＴ方法）进行定量求 解，但 是 本 研
究为进一步简化ＬＷＴ方法求解 创 造 了 一 定 的 基 础：
不仅提供了比文献［１６－１７］更完整的位移公式（１２），而
且可以利用纯 弯 曲 公 式 得 到 第Ⅰ部 分 比 例 应 力 及 其
位移，从 而 减 少 了 大 量 待 定 系 数 和 待 定 函 数；同 时 由
于分离了第Ⅱ部 分 常 应 力（２３）及 其 对 应 位 移（２８）中
环向三角函数，从而避免了传 统ＬＷＴ方 法 中 利 用 特
征分析［１６－１７］确定环向近似函数所存在的截断误差．
３　数值算例
数值算例包括５根复合材料悬臂管，左端固支而
右端作用集中力Ｐ＝１ｋＮ，其长度为６００ｍｍ，内半
径２５．０ｍｍ，外半径３９．０ｍｍ，从 内 向 外 的 铺 层 分 别
为［９０°］、［３０°］、［９０°／０°］、［９０°／４５°］和［３０°／４５°］．复合
材料层采用工程中常见的碳纤维增强复合材料，其材
料参数如表１所示．
表１　复合材料参数（石墨／聚合物）
Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ　ｍａｔｅｒｉａｌ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ（ｇｒａｐｈｉｔｅ／ｐｏｌｙｍｅｒ）
名称 数值
Ｅ１１／ＧＰａ　 １５５
（Ｅ２２ ＝Ｅ３３）／ＧＰａ　 １２．１
Ｇ２３／ＧＰａ　 ３．２
（Ｇ１３ ＝Ｇ１２）／ＧＰａ　 ４．４
ν２３ ０．４５８
ν１３ ＝ν１２ ０．２４８
对简单的复合材料悬臂管算例进行精细有限元数
值模拟，模拟中采用六面体单元，总单元个数为２１　６００，
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图２　复合材料悬壁管横截面上应力σｒ 的分布规律（ｚ＝３００ｍｍ）
Ｆｉｇ．２ Ｓｔｒｅｓｓσｒｉｎ　ｃｒｏｓｓ　ｓｅｃｔｉｏｎ　ｆｏｒ　ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ　ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ　ｔｕｂｅ（ｚ＝３００ｍｍ）
总节点个数为２６　０３０．５根简单复合材料 悬 壁 管 横 截
面上应力分布规律如图２所示，管［９０°］和管［９０°／０°］
由于是９０°特殊横绕及其组合（０°特殊顺轴铺层实际上
相当于另一种正交各向异性材料的９０°横绕），所以对
称轴仍 然 是ｘ轴 和ｙ 轴，但 管［３０°］、管［９０°／４５°］和
［３０°／４５°］由于包含了其他缠绕角的铺层，所以对称轴
绕原点产生了不同程度的旋转，验证了斜绕复合材料
悬壁管确实存在剪力效应．
４　结　论
本文中提 出 了 求 解 一 般 斜 绕 复 合 材 料 悬 壁 管 的
混合应力场，同时包含正比于轴线坐标的比例应力部
分和不随轴线变化的不变应力部分．其中比例应力部
分可以利用纯弯曲公式由比例弯矩直接获得，而不变
应力部分可 以 结 合 所 得 应 力 的 梯 度 确 定 其 环 向 三 角
函数形式．由于和比例应力部分的环向三角函数形式
刚好相反，横截面上的混合应力场虽仍然保持对称但
对称轴绕原点产生了转动，这是一般斜绕复合材料悬
壁管中剪力所引起的特殊效应．
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